Cours 3 : Les réseaux de neurones comme approximateurs
Limites des méthodes d’approximation linéaires

1 Introduction et Contexte

L’objectif de ce chapitre est de démontrer que les méthodes d’approximation linéaires souffrent
du fléau de la dimension lorsqu’elles sont appliquées a certaines classes de fonctions réguliéres.
Ce résultat motive 'utilisation de méthodes non-linéaires (réseaux de neurones) qui atteignent
de meilleurs taux de convergence.

Remarque 1. Un réseau de neurones avec N neurones peut étre beaucoup plus performant pour
approximer une fonction de d variables qu’un sous-espace de dimension N préfizé (comme les
polynémes ou les ondelettes).

2 Cadre Mathématique

2.1 La classe de fonctions F¢

Définition 1 (Classe de régularité F¢). Soit C > 0. On définit la classe Fo comme 'ensemble
des fonctions f € L*([0,1]%) dont la transformée de Fourier F(J) vérifie :
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2.2 Ecart de Kolmogorov

Définition 2 (Ecart de Kolmogorov). Pour une classe K C L%([0,1]%), I’écart de dimension N
est :

wn(K) = HN,dirf(lfffN)SN Fek 17 = prodis I .

3 Reésultat Principal : Fléau de la Dimension

Théoréme 1. [l existe k > 0 tel que pour tout N >1etd>1 :
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4 Preuve du Théoréme

4.1 Etape 1 : Fonctions de test

Soient {E]}gfl C N%, ordonnés par ||k1|l; < --- < ||kan]|1. On définit :

hi(Z) = cos(2rk; - T), j=1,...,2N
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4.2 Etape 2 : Normalisation

Lemme 2. La fonction fz(7) = 2”%” cos(2rk - ) appartient & Fe.
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Démonstration. La transformée de Fourier de cos(27k - Z) est %(512 +0_j). Ainsi :
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4.3 Etape 3 : Borne sur l’erreur
Pour tout sous-espace Hy de dimension N, il existe une combinaison des 2NN fonctions de

test qui est orthogonale & Hpy. L’erreur est alors minorée par :
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4.4 Etape 4 : Combinatoire

Le nombre de vecteurs k € N tels que ||k||; < m est (m;d). On cherche m tel que :

(m; d) > 9N (5)

En utilisant I'inégalité (m:{d) > ()%, la condition est satisfaite si :

m > d(2N)'/? (6)
4.5 Etape 5 : Conclusion
En injectant (4) dans (2), on obtient :
C C 1
wn(Fe) 2 g 2 E (7)

>
= 2v2.deN)v/d = Vd N1/

Ceci démontre que pour les méthodes linéaires, I'erreur décroit de plus en plus lentement & mesure
que d augmente.



